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Vorwort 


Elementare elektrostatische Phänomene sind erst viel später als magnetische entdeckt worden. 
Der Zusammenhang zwischen den magnetischen und den elektrischen Phänomenen wurde erst 
im 19. Jahrhundert verstanden und die entsprechenden Gesetze durch J.C. Maxwell! in 1864 
vollständig beschrieben. 

Im vorliegenden Skript wird auf die Statik und die Quasistatik der elektrischen Erschei- 
nungen eingegangen: Ladung als Ursache des elektrischen Felds, sowie Bilanzgesetze, wie der 
Maschensatz.? 


Bemerkungen: 


Das elektrische Feld wird hier grundsätzlich nur mit der Grösse elektrische Feldstärke 
beschrieben, wie in der modernen physikalischen Literatur üblich. Die Hilfsgrösse elektri- 
sche Verschiebungsdichte, welche im Material nicht die tatsächlich herrschende elektrische 
Feldstärke beschreibt und treffender mit elektrische Erregung bezeichnet werden sollte, 
wird der Vollständigkeit halber eingeführt, wie in der Ingenieur-Literatur unnötigerweise 
immer noch üblich. 


Die angegebenen Formeln beziehen sich auf das SI-System? und können nicht immer 
eins-zu-eins auf andere Gebiete übertragen werden, insbesondere in der physikalischen 
Literatur im Fall der Elektrodynamik und der Teilchenphysik oder der älteren Literatur, 
wo meistens das cgs-System“ benutzt wird. 


Skalare werden kursiv, Matrizen und Vektoren fett dargestellt: Potentialzunahme Ay, 
elektrisches Feld E, Wegstück As. Das Skalarprodukt wird mit einem Punkt hervorgeho- 
ben: Ap= -E:- As. 





! James Clerk Maxwell (1831 - 1879) 

? Statik: keine zeitliche Änderung der Grössen; Quasistatik: nur „langsame“ zeitliche Änderungen der Grössen, 
bei denen die elektromagnetische Abstrahlung keine merkbare Rolle spielt 

3 Systöme International d’ Unites, cf. https://de.wikipedia.org/wiki/Internationales_Einheitensystem 

* Centimeter, Gramm, Sekunde, cf. https://de.wikipedia.org/wiki/CGS-Einheitensystem 


1. Das Elektrostatische Feld 


Eine zentrale Grösse zur Beschreibung der elektrischen Phänomene ist, neben dem magne- 
tischen, der Begriff des elektrischen Felds. Letzteres ist ein Vektorfeld, d.h. in jedem Punkt 
des betrachteten Raugebiets wird ein Vektor mit Betrag und Richtung zugewiesen. Mit die- 
sem abstrakten Modell lassen sich verschiedene physikalische Erscheinungen beschreiben und 
verstehen: 


e Wechselwirkung zwischen (ruhenden) Ladungsträgern 

e Zusammenhang zwischen der elektrostatischen Spannung und dem Feld 
e Ladung als Ursache des elektrostatischen Felds 

e Bestimmung der Kapazität diverser Elektrodenanordnungen 

e Felderscheinungsbild allgemein (Feldlinienverläufe, Äquipotentialflächen) 


e Verhalten von Leitern, Halbleitern, Elektrolyten und Isolatoren 


1.1. Elektrische Feldstärke 


In einem leitfähigen Material kommt elektrischer Strom durch die Verschiebung von Ladungs- 
trägern zustande: Ladungstransport durch Leitungsstrom. Um diese Verschiebung, und auch 
Beschleunigungen von Ladungsträgern im Vakuum, zu erklären, wird das elektrische Feld als 
lokale! Ursache für eine Kraft auf diese Ladungsträger eingeführt: 





In einem elektrischen Feld erfährt jeder Ladungsträger eine Kraft F deren Betrag und Rich- 
tung von der Feldstärke E und der Ladung q des Ladungsträgers nach folgender Beziehung 
abhängt: 

F=gE 1) 











Die elektrische Feldstärke E beschriebt die Intensität des elektrischen Feldes. Die Bezie- 
hung (1.1) kann als deren Definition betrachtet werden. Die Feldstärke E ist (wie die Kraft F) 
ein Vektor?, da sie einen Betrag E = |E| und eine Richtung besitzt. Die Einheit der elektrischen 
Feldstärke ist: [EI =NA !s"!= Vm. 

Im Fall von Elektronen gilt somit für die Kraft auf jedes der Elementarteilchen mit der 
Elementarladung e (exakter Wert: 1.602 176634: 10"? As): F= -eE. Das negative Vorzeichen 
bedeutet hier, dass die Richtung der Kraft der elektrischen Feldstärke entgegengesetzt ist. 





! lokal: Damit meint man an den Orten wo sich die einzelnen Ladungsträger befinden. 
? Die Feldstärke bildet ein sogenanntes Vektorfeld: jedem Punkt im betrachteten Raum ist ein Vektor zuge- 
ordnet. 


1. Das Elektrostatische Feld 


Die Gesamtheit der Feldvektoren kann durch Feldlinien veranschaulicht werden. Diese Lini- 
en, zu denen die Feldvektoren tangential sind, könnte man auch als „Kraftlinien“ bezeichnen: sie 
zeigen in Richtung der Kraft auf positive Ladungsträger. Ein Ladungsträger wird eine Feldlinie 
in seiner Bewegung nicht verlassen können, da keine Kraftkomponenten senkrecht zur Feldlinie 
zeigen.” Feldlinien können sich auch nicht kreuzen, da im Kreuzungspunkt zwei Feldvektoren 
mit verschiedenen Richtungen existieren müssten. 


1.2. Feldstärke und Energie 


Kommt auf Grund der elektrischen Kraft auf einen Ladungsträger der Ladung q gemäss Glei- 
chung (1.1) eine kleine Verschiebung As zustande, so wird dabei folgende Energie umgesetzt 
(Arbeit verrichtet):* 

AW=F:As=qE:As (1.2) 
Bemerkungen 


e Das Skalarprodukt E- As = EAs cosa kann positiv oder negativ sein, je nachdem ob 
der Winkel O0<a<r zwischen den Vektoren E und As kleiner oder grösser /2 ist. 
Erfolgt die Verschiebung in Richtung des Feldvektors, so gilt cos0=1 undin Gegen- 
richtung cos = —1. Erfolgt die Verschiebung innerhalb einer Ebene senkrecht zu den 
Feldvektoren, so wird keine Energie umgesetzt, da das Skalarprodukt zweier orthogonaler 
Vektoren Null ist (cosm/2 = 0). 


e Das Vorzeichen der Energie AW hängt auch vom Vorzeichen der Ladung q ab. Ist die 
umgesetzte Energiemenge positiv, so bedeutet dies, dass diese durch die Ladungsver- 
schiebung freigesetzt, andernfalls gebunden wird. Im zweiten Fall muss also Energie für 
die Ladungsverschiebung (von ausserhalb) aufgebracht werden. 


1.3. Spannung und Energie 


Die elektrische Spannung U wird definiert als Einergiemenge pro Ladungseinheit, welche 
zwischen zwei Punkten umgesetzt wird. Ihre Einheit ist daher [U] = J/As (Joule pro Ampöre- 
Sekunde) oder kurz V (Volt). Gemäss Beziehung (1.2) bedeutet dies: 
AU = em =E-As 
q 


Für eine Verschiebung zwischen zwei Punkten (1) und (2) entlang eines beliebigen Wegs 
ergibt sich allgemein bei einer Folge von n Schritten As;.: 


U 8 > AU, — Y Ex - Ası, = Er Ası COS Qx (1.3) 
k=1 k=1 k=1 


bzw. für infinitesimale Streckenabschnitte As, — ds — 0: 
(2) 
Up = fe . ds (1.4) 
(1) 


? Trägheitskräfte spielen bei den elektrischen Kräften keine Rolle, da sie im Vergleich viel zu schwach sind. 
* Die mit dem Vektor As beschriebene Verschiebung soll dabei so klein sein, dass sich entlang der Strecke die 
Kraft, bzw. die Feldstärke, in Betrag und Richtung als konstant betrachtet werden kann. 





1. Das Elektrostatische Feld 


Das Integral nach Gleichung (1.4) ist ein so genanntes Linienintegral. Mehr dazu ist im Anhang 
B zu finden. 


Bemerkungen: 


e Wird eine positive Ladung zwischen zwei Punkten in Richtung positiver Spannung ver- 
schoben, so wird Energie bei diesem Vorgang freigesetzt, d.h. der Vorgang findet von 
alleine Statt. Dies gilt auch für eine negative Ladung in Richtung negativer Spannung. 
Die anderen zwei Kombinationen können nicht ohne äussere Energiezufuhr stattfinden. 


e Ist der Betrag der elektrischen Feldstärke E(s) entlang einer Feldlinie in Funktion der 
Koordinate s auf dieser Feldlinie gegeben, so kann die Spannung zwischen zwei Punkten 
durch die Bestimmung der Fläche unter der E(s)-Kurve wie folgt ermittelt werden: 





012 = [ Ei)as (1.5) 


sı 











Unter der Annahme, dass s in die selbe Richtung wie die Feldvektoren zeigt, ist bei sı < sa 
das Ergebnis positiv und bei sa < sı negativ. 


e Die Spannung entlang eines beliebigen Wegs zwischen zwei Punkten in einer Fläche senk- 
recht zu den Feldlinien ist in Folge des Skalarprodukts in Gleichung (1.4) immer Null. 
Solche Flächen werden Äquipotentialflächen? genannt (siehe im nächsten Abschnitt). 


e Verläuft der Integrationsweg nicht entlang einer Feldlinie, so wird die Bestimmung nach 
Integral (1.4) im allgemeinen Fall schwierig und muss möglicherweise numerisch nach 
Gleichung (1.3) erfolgen. Als Vereinfachung kann, wie in der Abb. 1.1 gezeigt, der In- 
tegrationsweg bei statischen und quasi-statischen Feldern aber immer zerlegt werden in 
einen Anteil entlang einer Feldlinie und einen entlang einer Äquipotentialfläche. Letzterer 
Beitrag ist aber Null. 





Abbildung 1.1.: links: „direkter Weg“, rechts: Wegzerlegung 


e Wird das Linienintegral (1.4) in einem elektrostatischen Feld entlang eines geschlossenen 
Wegs berechnet, so erhält man Null als Ergebnis: So kann keine Energie umgesetzt wer- 
den, bzw. um eine Ladung entlang eines geschlossenen Wegs zu bewegen, wird Energie 
aufgebracht und wieder abgegeben. Diese Tatsache ist als Maschensatz bekannt: 





5 Alle Punkte dieser Fläche haben gleiches Potential 


1. Das Elektrostatische Feld 





Ist der Integrationsweg in sich geschlossen, so gilt allgemein: $ E:-ds=0 











1.4. Potential 





Das Ergebnis von Gleichung (1.4) hängt demzufolge nicht vom gewählten Weg ab, sondern 
nur von den Endpunkten. 











Die elektrostatische Spannung zwischen zwei Punkten kann somit als Potentialdifferenz ange- 
geben werden: 





U2=y1ı- (1.6) 


Dabei kann jedem Punkt im Raum ein eigenes Potential p(x,y,z) zugeordnet werden (Po- 
tentialfeld). Letzteres gibt an, welche Energiemenge eine Ladung in jedem Punkt besitzt: 











W(x,y,z) = qyp(x,y,z). Diese Angabe ist relativ zu einem Bezugspunkt zu verstehen, bei dem 
die Energie, bzw. das Potential, per Definition Null ist. Diese Festlegung ist willkürlich, so dass 
verschiedene Festlegungen zu verschiedenen Potentialen führen. Einzig die Potentialdifferenz, 
also die Spannung zwischen zwei beliebigen Punkten bleibt dabei unbeeinflusst. 

Ist das elektrische Potential entlang der Koordinate s auf einer Feldlinie® durch die Funktion 
o(s) gegeben (siehe Beispiel unten), so kann für die Spannung zwischen zwei benachbarten 
Punkten im (kleinen) Abstand As auf dieser Feldlinie geschrieben werden: 





AU = yo(s) — p(s+ As) = (ts H As) +(e)) = EAs (1.7) 
Die Grenzwertbetrachtung As — ds — 0 ergibt für die Feldstärke entlang dieser Feldlinie: 


= in SA _ ._ p(s+As)-y(s) _ de(s) 
Ma a5 5 = er 








Bedeutung: Die elektrische Feldstärke zeigt in Richtung abnehmendes Potential. 











Beispiel: Homogenes Feld 


Die Spannung zwischen zwei Punkten im Abstand sa — sı > 0 entlang einer Feldlinie eines 
homogenen elektrischen Felds mit konstanter Feldstärke E(s) = Eo beträgt 


U12 = p(sı) - p(s2) = [so ds = Eu (s2 - 51) 


sı 


Würde man in die entgegengesetzte Richtung fahren, also von sa zu sı, so müsste noch das 
Vorzeichen geändert werden, da die Vektoren E und ds antiparallel sind. 





6 positiv in Richtung Feldlinie 


1. Das Elektrostatische Feld 


Wählt man y(s3) =0 für die Festlegung des Potentials Null, so erhält man folgenden 
Potentialverlauf entlang der Feldlinie: 


o(s) = . Els)ds= Eu (&- 8) 














1.5. Materialverhalten 


Taucht man einen Körper in ein elektrisches Feld, so durchdringt dieses Feld den Körper, egal 
aus welchem Stoff dieser Körper besteht. Es stellt sich dann die Frage, wie die Ladungsträ- 
ger innerhalb dieses Körpers auf das Feld reagieren und welche Phänomene dabei entstehen. 
Grundsätzlich müssen zwei verschiedene Reaktionen untersucht werden: Was passiert im Fall 
eines Leiters und was im Fall eines Isolators? 


1.5.1. Strömungsfelder (Beweglichkeit, Driftgeschwindigkeit, Stromdichte) 


In Metallen zum Beispiel kann sich ein Teil der Elektronen im Atomgitter frei bewegen. Diese 
werden daher als freie Elektronen bezeichnet.” In Anwesenheit eines elektrischen Felds führt 
die Kraft auf diese Ladungsträger zu einer mittleren Geschwindigkeit, die sogenannte Driftge- 
schwindigkeit.° Die resultierende „Strömung“ kann durch die Menge der von den elektrischen 
Ladungsträgern eingeschlagenen Bahnen (Trajektorien) veranschaulicht werden. Diese Tra- 
jektorien in Bewegungsrichtung der (positiven) Ladung, werden Stromlinien genannt. Letztere 
decken sich mit den Feldlinien. 

Der vektorielle Zusammenhang zwischen der elektrischen Feldstärke E und der Driftgeschwin- 
digkeit v der Elektronen in Metall lautet:” 


v=-b„E 


Das negative Vorzeichen kommt daher, dass die Geschwindigkeit der Elektronen der Richtung 
der Feldstärke entgegengesetzt ist.!" Dabei ist b, die so gemannte Beweglichkeit der Elek- 
tronen im betrachteten Material (siehe Tabelle 1.1). Dieser Faktor ist bei Metallen unabhängig 
von der Feldstärke, was zum Ohm’schen Gesetzt führt. Die Einheit der Beweglichkeit ist somit 
[d.] = m?s TV! oder em? ss! v-t, 





7 Bei Kupfer z.B. steht ein freies Elektron pro Atom zum Ladungstransport zur Verfügung: ca. 8: 10°? cm”®. 


8 Neben dieser mittleren Geschwindigkeit, führen die Ladungsträger noch wesentlich schnellere, zufällige ther- 
mische Bewegungen aus, die aber keine ausgeprägte Richtung aufweisen und somit nicht zum Ladungstrans- 
port beitragen. 

° Der Vorgang ist wesentlich komplexer als hier durch diese Formel wiedergegeben: In einem Metall erfahren die 
freien Elektronen durch das E-Feld eine Kraft und werden gegen die Feldrichtung beschleunigt. Würden sie 
nicht durch Stösse untereinander und mit den Atomen gebremst, so würde ihre Geschwindigkeit dabei stetig 
Zunehmen. Man bezeichnet die Zeit während der sich die Elektronen zwischen zwei Stössen im Mittel frei 
bewegen können, als die mittlere Flugzeit oder Relaxationszeit. Unter Verwendung der Masse des Elektrons 
(dabei muss die sogenannte effektive Masse verwendet werden) kann der Zusammenhang zwischen v und E 
phänomenologisch gedeutet werden. 

10 Die Beweglichkeit wird als positive Grösse betrachtet. Der Index n bezieht sich auf die negative Ladung der 
Elektronen. 


1. Das Elektrostatische Feld 


Bei Halbleitern mit Elektronen und so genannten „Löchern“ oder Elektrolyten mit negativen 
(Anionen) und positiven Ionen (Kationen) sind zwei Arten von Ladungsträgern mit unter- 
schiedlichen Beweglichkeiten am Strom beteiligt. Dies führt typischerweise zu unterschiedlichen 
Driftgeschwindigkeiten: 


‚= -bE 
vn = bE 


Die Beweglichkeit bei Halbleitern liegt in der Grössenordnung 10° cm?V!s=1. Sie ist für Elek- 
tronen im Allgemeinen grösser als für Löcher (siehe Tabelle 1.2). 

Die beiden Bewegungen tragen gemeinsam zur Stromstärke bei. Da die Vektoren v„ und vy 
entgegengesetzt sind, ergibt sich für die pro Zeiteinheit At transportierte Ladung durch ein 
Flächenelement AA senkrecht zur Transportrichtung: 


_AQ _ |AQn|+AQ 


AI 
At At 





z ( Inn |Un| 7 Ippdp) AA 


Legende: 

Qn Ladung der einzelnen negativen Ladungsträger (Vielfaches von —e) 

für Metalle gilt m = —e 
"m  Ladungsträgerdichte der negativen Ladungsträger, [n„] = m” oder cm? 
(für Kupfer z.B. gilt n„, = 8: 10°? cm?) 

%  Driftgeschwindigkeit der negativen Ladungsträger 
Qp Ladung der einzelnen positiven Ladungsträger (Vielfaches von e) 
n„  Ladungsträgerdichte der positiven Ladungsträger, [n)] = m oder cm”? 
v%p  Driftgeschwindigkeit der positiven Ladungsträger 


Bezieht man AI auf das Flächenelement AA, erhält man für die so genannte Stromdichte: 
j3=AI/AA: 
IF Mmin|on| + IpNpVp 
Diese Beziehung kann vektoriell geschrieben werden, da die Stromdichte einen Betrag und eine 
Richtung aufweist: 


e für Elektronen in Metall: 
j=-env=enb„E (1.9) 


e für Halbleiter und Elektrolyte: 
I = MinVYnt IpNpVYp = (Gunabn + IpNpbp) E (1.10) 


Diese Gleichungen gelten für jeden Punkt innerhalb des leitenden Materials. Die Vektoren der 
Stromdichte j beschreiben die „Strömung“ der (positiven) Ladungsträger im Leiter. Diese deckt 
sich mit den Feldlinien des elektrischen Felds. Die Einheit der Stromdichte ist: ]j] = Am? 
oder Amm?. 

Um den Zusammenhang zwischen der elektrischen Feldstärke und der Stromdichte unter 
einem anderen Blickwinkel zu untersuchen, wird aus dem Leiter ein kleiner quaderförmiger 
Ausschnitt der Querschnittfläche AA und der Länge Al betrachtet.!! Die Querschnittfläche 


steht dabei senkrecht auf den Feldlinien und Al parallel dazu (siehe Abb. 1.2). 





!! Der Quader wird so klein gewählt, dass die elektrische Feldstärke darin und somit auch die Stromdichte als 
homogen betrachtet werden können. 


1. Das Elektrostatische Feld 


Tabelle 1.1.: Materialeigenschaften einiger Metalle 

















Metalle | Leitfähigkeit | Ladungsträger- | Beweglichkeit 
Dichte 
Im! ie m?V 1-1 
Cu 58.0 - 10° 8.5. 10% 43-10 
Al 35.4-10° = 5-10? 
Fe 9.1. 106 = 5.107 











Tabelle 1.2.: Materialeigenschaften einiger Halbleiter 








Halbleiter | Leitfähigkeit | Ladungsträger- | Beweglichkeit | Beweglichkeit | Grenz- 
Dichte Elektronen Löcher Frequenz 
Val a m * ae eV srl Hz 
Ge 21,7-.10-° 2.4. 101° 0.390 0.190 390 - 10° 
Si 4.3. 10° 1.5. 10!° 0.135 0.048 77.3: 10° 


























E- 






o(s+As)= 


Al p(s)-Ay 


Abbildung 1.2.: Raumausschnitt des Volumens AA As mit Kanten parallel, bzw. senkrecht zu 


den Feldlinien. 
Durch den Quader fliesst die Stromstärke AI > 0. Die Potentialdifferenz (Span- 


nung) von der vorderen zur hinteren Fläche beträgt o(s)-yp(s+As) = Ap >0. 


10 


1. Das Elektrostatische Feld 


Durch die Teilfläche AA fliesst ein (kleiner) Anteil AI der gesamten Stromstärke I im Leiter. 
Das Verhältnis j = AI/AA entspricht der Stromdichte wie sie bei der Herleitung der Glei- 
chungen (1.9) und (1.10) eingeführt wurde. Sie gilt in Folge der Homogenität in jedem Punkt 
des Quaders. Die Vektoren der Stromdichte sind parallel zu den Feldlinien und zeigen in die 
selbe Richtung. 

Die Spannung zwischen den Stirnflächen des Quaders beträgt Ay und die Stromstärke durch 
diese Stirnflächen AI. Der Widerstand des Quaders beträgt: 


_ Ap_ EAl 1 Al 


= ee b h = - — 
RA NETT aber auc RA AA 


wobei y die Leitfähigkeit des Materials bedeutet mit Einheit [y] = Q"! mt. 
In jedem Punkt des Leiterinneren gilt somit (vektoriell geschrieben): 








j=yE (1.11) 











Ohm’ sches Gesetz: Ist die Leitfähigkeit eines Leiters unabhängig von der elektrischen 
Feldstärke, so ist die Stromdichte proportional zur Feldstärke, bzw. die Stromstärke pro- 
portional zur Spannung. 











e Die Gleichung (1.11) beschreibt die Verhältnisse in jedem Punkt eines Leiters, wogegen 
I=GU nur einen globalen Zusammenhang wiedergibt. 


e Der Vergleich der Beziehung (1.11) mit den Gleichungen (1.9) und (1.10) ergibt den Zu- 
sammenhang zwischen der Leitfähigkeit und der Beweglichkeit und Dichte der Ladungs- 
träger im Material. 


e Die im Quader nach Abb. 1.2 dissipierte Leistung (Energie pro Zeiteinheit) AP, bzw. die 
Leistungsdichte p (Leistung pro Volumeneinheit), kann ebenfalls bestimmt werden: 


AP _ ApAI BAIjAA_ 
PT MAA AAA AaA 





vktoriel p = E-j (1.12) 


1.5.2. Leiter im elektrostatischen Feld, Influenz 


Wird ein (von der Aussenwelt isolierter) Leiter in ein zeitlich konstantes elektrisches Feld ge- 
taucht (äusseres, „erregendes“ Feld Eo), so verschieben sich die freien Ladungsträger im Leiter 
unter dem Einfluss dieses Feldes. Dabei kommt es zu einer Ladungstrennung im Innern des 
Leiters.!? Da keine Ladungsträger den Leiter verlassen oder von aussen nachgeschoben werden, 
verteilen sich die Ladungen auf der Leiteroberfläche. Damit wird ein elektrisches Gegenfeld im 
Leiter aufgebaut. Dieses Gegenfeld überlagert sich dem erregenden Feld zu einem „resultieren- 
den“ Feld EP. Letzteres muss aber im Gleichgewichtszustand überall im Leiter verschwinden, 
da ein Metall eine praktisch unerschöpfliche Anzahl freie Elektronen enthält: Das Gegenfeld 
hebt das erregende Feld in jedem Punkt des Leiterinnern auf. Dieses Phänomen wird Influenz 
genannt. 





12 Die positiv geladenen Atomkerne sind fest im Material eingebunden und können sich nicht verschieben. 
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Das (resultierende) elektrostatische Feld verschwindet stets im Inneren eines Leiters. 


e Die Ladungen sammeln sich auf der Leiteroberfläche und erzeugen ein elektrisches 
Feld, dass dem erregenden Feld entgegengesetzt ist. Dies unabhängig von der Gestalt 
des erregenden Feldes oder der geometrischen Form des Leiters. 


e Die gesamte Leiteroberfläche bildet dabei eine Äquipotentialfläche: sämtliche Punkte 
der Leiteroberfläche haben dann ein identisches Potential. Alle Punkte innerhalb des 
Leiters haben das Potential der Leiteroberfläche, unabhängig davon, ob der Leiter 
Hohlräume enthält oder nicht. 


e Die Influenz geschieht unabhängig davon ob der Leiter insgesamt geladen ist oder 
nicht. Die zusätzliche Ladung wird sich auf der Leiteroberfläche so verteilen, dass im 
Leiterinnern das elektrische Feld ebenfalls verschwindet, unabhängig davon ob ein 
äusseres Feld vorhanden ist oder nicht. 











Praktische Bedeutung 


Ein durch eine metallische Wand (oder ein engmaschiges Gitter) begrenzter Raum ist feldfrei: 
Faraday-Käfig. So kann sich auch kein elektrisches Feld im innern der metallischen Hülle eines 
Flugzeugs oder eines Automobils bilden. Das heisst aber nicht, dass sich auf der äusseren Seite 
der Wand keine Ladungen ansammeln können, z.B. durch Reibung oder in Gewitterzonen. 
Innerhalb der Hülle merkt man dabei nichts davon. Das Abfliessen dieser Ladung kann zu 
gefährlicher Funkenbildung führen, z.B. bei Flugobjekten nach der Landung. 


1.5.3. Nichtleiter im elektrostatischen Feld, Polarisation 


In einem Nichtleiter bleiben die Elektronen an ihre Atome gebunden; sie können sich nicht 
„frei“ bewegen. Taucht man einen Isolator der praktisch keine freien Ladungsträger enthält, in 
ein elektrisches Feld, so werden die Atome (oder Moleküle) im Material unter dem Einfluss 
dieses Felds polarisiert: Das heisst ihre Elektronenhülle wird gegenüber den Atomkernen ver- 
schoben, was zu einer scheinbaren Ladungstrennung führt: die Schwerpunkte der Kerne und der 
Elektronenwolken der einzelnen Atome verschieben sich gegeneinander. Diese Verschiebung ist 
in der Grössenordnung des Kerndurchmessers. Elektrisch isolierende Stoffe werden in diesem 
Zusammenhang als Dielektrika bezeichnet (Einzahl: Dielektrikum). 

Die polarisierten Ladungen im Innern des Dielektrikums neutralisieren sich gegenseitig bis auf 
die auf der Oberfläche: makroskopisch (phänomenologisch) erscheint eine Flächenladungsdichte 
(siehe Abb. 1.3, rechte Seite). Die Wirkung dieser Flächenladung kann durch ein elektrisches 
Feld beschrieben werden: das Polarisationsfeld. Analog zum Phänomen der Influenz wird also 
ein Gegenfeld erzeugt, welches aber das ursprüngliche Feld im Material nur abschwächen aber 
nicht aufheben kann. Das Phänomen wird Polarisation genannt. Der Abschwächungsfaktor, 
bzw. das Verhältnis der Feldstärke im Vakuum Eo zur resultierenden Feldstärke E im Isolator 
wird relative Permittivitätszahl e, genannt 





E 
e z (1.13) 
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Abbildung 1.3.: Polarisation eines isolierenden Materials 
Bild links: kein äusseres Feld angelegt, die Atome bleiben elektrisch neutral 
Bild rechts: äusseres Feld bewirkt Polarisation der Atome und erzeugt so ein 
Gegenfeld, welches aber nicht stark genug ist, um das erregende Feld zu kom- 
pensieren; das resultierende Feld (Superposition) kann auch nicht verschwin- 
den, da dadurch die Polarisation nicht mehr aufrecht erhalten werden kann 


Bemerkungen 


e Die Permittivitätszahl ist materialabhängig und im Allgemeinen auch abhängig von der 
Feldstärke und der Frequenz und daher keine Konstante. 


e Bei Leitern, wo das resultierende Feld E im Sinne der Influenz verschwindet, ergibt der 
Begriff der Permittivitätszahl keinen Sinn. 


e Die Polarisation in Isolatoren erklärt auch warum im Innern von Kondensatoren die Feld- 
stärke durch das Dielektrikum um den Faktor e, geschwächt wird und daher bei gleich- 
bleibender Ladungsaufnahme auch die Spannung.!” Die Kapazität wird so um den selben 
Faktor gegenüber einer Elektrodenanordnung ohne Dielektrikum erhöht. 


e Aus der Beziehung E = Ey — Ep kann die Feldstärke der Polarisation ermittelt werden: 


= 
Be een 
Er 





e Bei anisotropen Materialien, wird die Polarisation nicht parallel zur Richtung der erre- 
genden Feldstärke liegen. Der Zusammenhang zwischen den — vektoriellen — Feldgrössen 
muss dann in Abweichung der Beziehung (1.13) wie folgt geschrieben werden: Eo = &rE. 
Dabei ist e, ein Tensor (eine 3x3 - Matrix). 


1.5.4. Elektrische Erregung (Verschiebungsdichte) 


Historisch wurde der erregende Anteil Ey des elektrischen Felds mit der gleichbedeutenden Feld- 
grösse elektrische Verschiebungsdichte (dielectric displacement), elektrische Erregung 
oder elektrische Flussdichte beschrieben: 


D= €0 Eo (1.14) 


Bedauerlicherweise hat diese Grösse eine andere Einheit als die Feldstärke:!? [D] = As/m? 





13 Das isolierende Material im Zwischenraum von Kondensatorelektroden wird allgemein als Dielektrikum be- 
zeichnet. 

14 Die Benutzung dieser Grösse ist in der Physikliteratur seit mehr als 50 Jahren verschwunden; dem ist leider 
noch nicht so in der Elektroliteratur... 
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Nach der Definitionsgleichung (1.13) der Permittivitätszahl gilt ferner 


D=oeE=eceE 13) 


mit eo elektrische Feldkonstante (Wert, siehe S. 17) und 
e=€9€, Permittivität (permittivity) 


Für Stoffe bei denen e, nicht von der Feldstärke abhängt, 
wird e Dielektrizitätskonstante genannt. 


Bemerkungen: 


D ist ein Vektorfeld wie E. 


D hat die selbe physikalische Bedeutung wie das erregende Feld Eo, und sollte daher 
sinnvollerweise elektrische Erregung heissen. 


Im Vakuum hat D die selbe Bedeutung wie E, bzw. Eo. 


In isotropen Medien ist der Feldlinienverlauf von D mit dem von E deckungsgleich. In 
anisotropen Medien ist e, ein Tensor (3x3 - Matrix). 


Da D der erregende Anteil des resultierenden Felds ist, ändert sich diese Feldgrösse nicht 
bei Eindringen in ein Dielektrikum, im Gegensatz zu E. 








D hängt also nicht vom Dielektrikum und von den polarisierten Flächenladungen ab. 








1.6. 


Die Verschiebungsdichte beschreibt nicht das vorhandene elektrische Feld im Material. 
Es hat daher auch keine physikalische „Realität“, da es messtechnisch nicht losgelöst vom 
resultierenden Feld erfasst werden kann. Sie ist insofern lediglich eine mathematische 
Rechengrösse. 


Die Feldstärke der Polarisation Ep wird auch als Polarisation angegeben: !? 
P= eg Ep 
Das negative Vorzeichen berücksichtigt die der Erregung entgegengesetzte Richtung. Da- 


bei gilt: 
oE=#(E+Er)=D+oEpr=D-P 


Feldbilder 


Die bis jetzt gemachten Betrachtungen zu den elektrostatischen Feldern können zusammenfas- 
send wie folgt festgehalten werden: 


Die Feldlinien und somit die Vektoren der elektrischen Feldstärke zeigen in Richtung der 
abnehmenden Potentiale. 





15 Das Vorzeichen ist im Zusammenhang mit dem so genannten Dipolmoment von zwei entgegengesetzten 
Ladungen —q und q im (kleinen) Abstand £ zu verstehen: p = q£, wobei der Abstandsvektor £ vom negativen 
Ladungsträger zum positiven zeigt. 
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Erfolgt (gedanklich) die Verschiebung eines Ladungsträgers nicht entlang einer Feldlinie 
(Kraftlinie), sondern senkrecht dazu, wird keine Energie umgesetzt (Arbeit geleistet). Der 
Potentialunterschied auf diesem Pfad ist also Null, d.h. sämtliche Punkte dieses Pfads ha- 
ben das gleiche Potential (Äquipotentialflächen). Feldlinien stehen somit grundsätzlich 
senkrecht auf den Äquipotentialflächen. 


e Jede Leiteroberfläche (Elektrodenoberfläche) ist eine Äquipotentialfläche.! Feldlinien tre- 
ten demzufolge senkrecht aus Elektroden in das umgebende nicht- oder schlecht leitende 
Medium heraus. 


e Äquipotentialflächen verschiedener Potentiale können sich nicht berühren, da ein Punkt 
nicht gleichzeitig zwei verschiedene Potentiale aufweisen kann. Feldlinien können sich 
daher ebenfalls nicht kreuzen oder berühren. !7 


Die Stromdichte in einem stromführenden Leiter zeigt in Richtung der elektrischen Feld- 
stärke. Die Stromlininen sind mit den Feldlinien (Kraftlinien) deckungsgleich. 


e Ein Ladungsträger unter dem Einfluss eines elektrischen Feldes wird immer nur einer 
einzigen Feldlinie folgen: er kann nicht von einer Feldlinie zu einer anderen „wechseln“, da 
die Antriebskräfte tangential zur Feldlinie (und nicht weg davon) zeigen. 


e Auf Grund der Proportionalität zwischen dem elektrischen Feld und der Stromdichte 
gelten die obigen Aussagen für beide Grössen. 


Abb. 1.4 zeigt ein Beispiel eines planparallelen Feldbildes.!? Die Feldlinien verbinden die Elek- 
troden horizontal. Senkrecht dazu sind die Äquipotentiallinien dargestellt, wobei die Elektroden 
ebenfalls Äquipotentiallinien bilden. Dort wo die Äquipotentiallinien am meisten gedrängt sind 
(am Ende des Stabes) ist auch die Feldstärke am stärksten. An dieser Stelle wird die Isolier- 
fähigkeit des nichtleitenden Mediums, z.B. der Luft, an meisten beansprucht. Erkennbar sind 
auch die rechten Winkel zwischen den Feld- und den Äquipotentiallinien, insbesondere zwi- 
schen den Feldlininen und den Elektrodenoberflächen, sowie den Äquipotentiallininen und den 
Isolatorgrenzen. 

Anwendungsbeispiele sind Blitzableiter oder Entladestäbe (static discharge wicks) wie sie 
gewöhnlich an den Flügeln von Luftfahrzeugen angebracht sind (siehe Anhang A). 





16 Exakt gilt diese Aussage nur für stromlose Elektroden. In stromführenden Leitern ist aber wegen der hohen 
Leitfähigkeit die elektrische Feldstärke so schwach, dass auch diese Leiter praktisch als Äquipotentialflächen 
betrachtet werden können. 

17 Feldlinien können sich nur in Punkten berühren, wo die elektrische Feldstärke verschwindet oder in einer 
Punktladung. 

18 nlanparallel: Das Feldbild ändert seine Erscheinung in Richtung senkrecht zur Zeichnungsebene nicht und 
kann somit 2-dimensional dargestellt werden. Die Äquipotentiallinien stellen so Flächen dar. 
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Abbildung 1.4.: Feldbild eines T-Profils (horizontal: Feldlinien, vertikal: Äquipotentiallinien) 
Die Elektroden sind schwarz eingefärbt und das graue Gebiet entspricht einem 
leitenden Material, welches aber gegenüber den Elektroden wesentlich schlech- 


ter leitet. Das Gebiet um das Bild herum 
verstehen. 


1.7. Satz von Gauß in der Elektrostatik 


ist als nichtleitender Isolator zu 


Im folgenden wird der Zusammenhang zwischen den Ladungen und dem durch diese erzeugten 


elektrostatischen Feld erläutert. 


1.7.1. Feld einer Punktladung (Coulomb-Kraft und 


-Feld) 


Der Betrag der Kraft F = |F| mit der zwei ruhende Punktladungen Qı und Qa aufeinander 
wirken, kann mit dem Gesetz von Coulomb!” beschrieben werden: er ist proportional zu den 
einzelnen Ladungen und umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstands r zwischen den 














Ladungen: 
_ 1 |Q1 @al 
Anno r? 
Der Proportionalitätsfaktor 
2 = N LE 
Aneg Ar A?s2 


ergibt sich aus der Definition der SI-Grundeinheiten mit 





19 Charles Augustin de Coulomb (1736 - 1806) 
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12 As 


ven elektrische Feldkonstante 


(absolute permittivity) 
auch Influenzkonstante 





> 8.854187... 107 


eo = N 
0.0 


ko 8 4m - 107 12 3 1.256637... - 106 magnetische Feldkonstante 


(absolute permeability) 
auch Induktionskonstante 
c= 299792458 7 = 0.3-10° 7 Lichtgeschwindigkeit 


Die Kraft wirkt auf der Verbindungsgeraden zwischen den beiden Ladungen. Falls das Produkt 
QıQa positiv ist, stossen sich die Ladungen ab, falls negativ, ziehen sie sich an. Das Cou- 
lomb’sche Gesetz kann somit in vektorieller Form geschrieben werden. Für die Kraft Fıa auf 
die Ladung Q> im Abstand rıa ergibt sich:?® 
1 Qı ra 
Fi2a = — — — 1.16 

12 Ameo r2, v2 Q2 ( ) 
Aus der Beziehung (1.16) kann durch Vergleich mit der Definitionsgleichung (1.1) für die durch 
eine Ladung Q erzeugte Feldstärke E(r) hingeschrieben werden: 








__@_E 
Ele) <= 03 7 (1.17) 
Ei) = 5 (1.18) 











Bemerkungen: 
e Der Vektor r zeigt dabei von der Ladung Q) zum Ort der Feldstärkte. 


e Jede Ladung beeinflusst den ganzen Raum (auch den leeren) um sich herum. Das Feld ist 
kugel- bzw. punktsymmetrisch. Die Feldlinien verlaufen strahlenförmig mit der Ladung 
als Zentrum. Das elektrische Feld weist eine begrenzte Ausbreitungsgeschwindigkeit auf, 
nämlich die Lichtgeschwindigkeit. Für statische Betrachtungen spielt dies allerdings keine 
Rolle. 


Ist die Ladung positiv, so verlaufen r und E parallel zueinander und die Feldlinien haben 
ihren Ursprung in der Ladung und ‚verlieren sich“ im Unendlichen. Positive Ladungen 
wirken so als Quellen des elektrostatischen Feldes. Ist die Ladung negativ, so sind r und 
E antiparallel und die Feldlinien „entstehen“ im Unendlichen und enden auf der Ladung. 
Negative Ladungen wirken so als Senken des elektrostatischen Feldes. Da eine Ladung 
nicht ohne ihr vorzeichenmässig verschiedenen Gegenpart existiert (elektrische Neutralität 
des ganzen) müssen alle elektrostatischen Feldlinien einen Anfang und ein Ende aufweisen. 
In Fall einer isolierten Punktladung wird die Gegenladung im Unendlichen angenommen. 


Zur Erklärung der Wechselwirkung zwischen zwei Punktladungen, braucht mit der Ein- 
führung des elektrischen Felds keine direkte Beeinflussung über die räumliche Distanz 
von Ladung zu Ladung postuliert zu werden (Fernwirkung): Wechselwirkungen sind lokal 
zwischen Ladung und elektrischem Feld als Nahwirkung zu verstehen. 





20 der erste Index bezeichnet den Ort der Ursache, der zweite den der Wirkung 
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e Bei einer Punktladung würde die Feldstärke im Ursprung unendlich gross (mathematische 
Singularität bei r = 0). Dieses Modell wiedergibt also nicht die physikalische Wirklichkeit 
in unmittelbarer Nähe, bzw. innerhalb eines atomaren Ladungsträgers. 


e Die resultierende Kraft F auf eine Probeladung qg die durch mehrere Ladungen Q;, erzeugt 
wird, lässt sich durch vektorielle Addition der Kräfte F, der einzelnen Ladungen auf q 
erhalten.?! Dies bedeutet: 





Für elektrische Felder gilt das Superpositionsprinzip: Ein resultierendes Feld kann 
durch vektorielle Addition der Teilfelder mit verschiedenen Ursprüngen bestimmt wer- 
den. 











1.7.2. Potential einer Punktladung 


Aus dem Feldverlauf kann die Spannung zwischen zwei beliebigen Punkten berechnet werden. 
Entlang einer Feldlinie einer Punktladung @ > 0, zwischen den Abständen rı und ra (mit 
rı < ra) ergibt sich nach Gleichung (1.5): 








rT2 r2 rT2 
oı & ar if 3 
— _ = E = = = 
Una = plrı) = plr2) / under Anep r? 2 Aney r? Ao\rı n 


71 rı rı 


In der (willkürlichen aber sinnvollen) Annahme, dass das Potential der Punktladung im Unend- 
lichen Null ist (2(ra = ©) = 0), kann das Potential im Abstand r der Punktladung bestimmt 
werden: 2 

..Q dc g1 


 Anep ) r? Aneor 
r 


(1.19) 





y(r) = [zw dr 


Bemerkungen: 


e .o(r) kann als Energie (Arbeit) betrachtet werden, die eine positive Einheitsladung abgibt, 
wenn sie vom Abstand r einer Punktladung @ ins Unendliche gebracht wird. 


e Auf Grund der Linearität des Integrals, gilt das Superpositionsprinzip auch für das Po- 
tential: Das resultierende Potential eines Punktes im Raum kann durch die Summe aller 
Teilbeiträge der Potentiale von verschiedenen Ladungen gebildet werden. 


1.7.3. Ladung als Ursache für das elektrostatische Feld 


Im einem stromführenden Leiter, kann, ausgehend vom Vektorfeld der Stromdichte, die Strom- 
stärke durch die Leiterquerschnittfläche berechnet werden. Die Stromstärke kann auch als Fluss 
der Stromdichte durch eine (orientierte) Kontrollfläche bezeichnet werden. Ein Sonderfall liegt 
vor, wenn die Kontrollfläche geschlossen ist, eine sogenannte Hüllfläche bildet.” Führt der 
Leiter durch eine Hüllfläche hindurch, so muss wegen dem Knotensatz der Gesamtfluss der 
Stromdichte durch dieses Raumgebiet verschwinden. 





21 Dabei wird angenommen, dass q nicht auf sich selbst wirken kann. 
22 Eine Hüllfläche kann als Oberfläche eines Volumens betrachtet werden. 
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Knotensatz 
Der Fluss der Stromdichte durch eine Hüllfläche verschwindet: $$j dA =0 











Bemerkung: Das obige Integral ist ein so genanntes Flussintegral durch eine geschlossene Fläche. 
Mehr dazu ist im Anhang C zu finden. 


Da beim Feld einer Punktladung alle elektrische Feldlinien in der Ladung entstehen oder 
enden und strahlenförmig verlaufen, kann der Fluss des elektrischen Felds durch die Oberfläche 
einer in der Ladung zentrierten Kugel (Hüllfläche) nicht verschwinden. Wie gross ist dieser 
Fluss, wovon hängt er ab und welche Bedeutung hat er? 

Der Fluss der elektrischen Feldstärke durch eine in der Punktladung Q zentrierten Kugel mit 
Radius r beträgt 


ff ff Q 1 Q 1 1" Q 1, 2_0 
A 2 aAne a Aneg r2 JJa . Anep r? . & 


Bemerkungen: 








e Die Flächenvektorelemente dA werden üblicherweise auf der Aussenseite der Hüllfläche 
stehend gewählt. 


e Offensichtlich ist das Ergebnis unabhängig von r und proportional zur Ladung Q im 
Zentrum der Kugel. 


e Ist Q@ < 0 und das Ergebnis entsprechend negativ, so zeigen die Feldvektoren in die Fläche 
hinein. 


e Aufgrund der 1/r?-Abhängigkeit der Feldstärke einer Punktladung, gelten sogar folgende, 
hier nicht bewiesene Aussagen: 


— Der Fluss des elektrischen Feldes einer Punktladung Q ist gleich Q/eo, auch wenn 
sich die Ladung nicht im Mittelpunkt der Hüllfläche befindet. 


— Der Fluss ist proportional zur gesamten in der Hüllfläche enthaltenen Ladung (ne- 
gative Ladungen werden negativ gezählt) unabhängig davon, wie diese Ladungen 
innerhalb der Hüllfläche verteilt sind. Ist die Gesamtladung Null, so verschwindet 
auch der Fluss durch die Hüllfläche. 


— Der Fluss hängt nicht von der Form der Hüllfläche ab. 
— Der Fluss hängt nicht von den Ladungen ausserhalb der Hüllfläche ab. 
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Mit dem Satz von Gauß?® kann der Zusammenhang zwischen den elektrischen Ladungen mit 
dem elektrostatischen Feld beschrieben werden: 





Satz von Gauß in der Elektrostatik 


Bei einer beliebigen räumlichen statischen Ladungsverteilung, ist der elektrische Fluss 
durch die Oberfläche (Hüllfläche) 9V = A eines Volumens V proportional zu der gesamten 
in diesem Raumgebiet enthaltenen Ladung Qy: 


db B.da=W (1.20) 
oV 


€ 











Im Vorhandensein von dielektrischen Stoffen, wo die Ladung Qv = Q@ + (-QPp) = Q/er 
(Ursache von E) innerhalb der Hüllfläche durch „freie“ Ladungen Qr (Ursache von Eo) und 
polarisierte Ladungen —Qp zusammengesetzt ist, kann diese Gesetzmässigkeit auch mit der 
erregenden Feldstärke Eo formuliert werden: 


in ER (1.21) 
oV € 


Bemerkungen 


e Der Vorteil der Formel (1.21) gegenüber (1.20) liegt in der Praxis darin, dass das Feld 
bestimmt werden kann ohne dass die polarisierten Ladungen bzw. die Reaktion des Ma- 
terials betrachtet werden müssen. Daraus kann anschliessend die resultierende elektrische 
Feldstärke durch Division mit der Permittivitätszahl e, bestimmt werden. 


e Ebenso könnte kann man anstelle von Ey die elektrische Erregung (Verschiebungsdichte) 
D benutzen. Dabei wäre nur die Feldkonstante ey wegzulassen. 


e Die mathematische Beziehung (1.21) ist auch unter dem Namen Divergenzsatz bekannt: 


— [| vav = /j divEav = dB E:-dA 
€ v: V oV 


Die Beziehung oben in differentieller Form ist eine der Maxwell’schen Gleichungen 
(p ist die Raumladungsdichte): 


divE = 12 
€0 


wobei in kartesischen Koordinaten 
OB, OB, Me OE; 
dx oO 02 





divE = div(E,, E,, E;) = 


Beispiel: Konzentrische Zylinder — Elektrisches Feld und Spannung 





23 Johann Carl Friedrich Gauß) (1777 - 1855) 
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Ein Koaxialkabel z.B. besteht aus zwei zur Zylinderachse konzentrische Elektroden. Auf 
seiner inneren Elektrode sei die Ladung Q > O0 und auf der äusseren die Ladung —Q. Die 
Länge des Zylinders sei £ und der Aussenradius der Innenelektrode sowie der Innenradius 
der Aussenelektrode seien Rı und Ra. Der Fluss der elektrischen Erregung kann unter 
Berücksichtigung der Symmetrie relativ einfach formal berechnet werden: 


FD Eo-dA 
A 


Eo(r) db aA = Hlr)2rrt= Q 





© 
> Er) = BZ für RR<r<Ro, Eo(r)=0 sonst 
2reort 
Eo(r) Q 
E — _ 1.22 
= (rn) Er 2rerl ( ) 
Bemerkungen: 


e Die Stirnseiten des Zylinders tragen (fast) nichts zum Fluss bei, da dort die Feldli- 
nien (in etwa) parallel zur Fläche verlaufen. Diese Vereinfachung ist für relativ lange 
Zylinder annehmbar. 


e Die Flussberechnung reduziert sich auf die Bestimmung der Mantelfläche des Zylinders, 
da aus Symmetriegründen alle Feldvektoren auf dieser Hüllfläche senkrecht stehen und 
den gleichen Betrag aufweisen. 


e Hier wurde angenommen, dass der Raum zwischen den Elektroden mit einem Dielek- 
trikum mit der Permitivitätszahl e, gefüllt ist. 


e Das Feld verschwindet in den Bereichen O<r<R;, und r> Rs, da innerhalb der 
entsprechenden Hüllflächen die Ladung Null ist. 


e Die Ladungsdichte o (Ladung pro Flächeneinheit) auf den Elektroden entspricht auch 
der elektrischen Erregung: 


o{R)= 52 = eEo(R) = D(R) 


Mit dem Feldstärkeverlauf nach Gleichung (1.22) können der Potentialverlauf zwischen den 
Elektroden sowie die gesamte Spannung bestimmt werden: 











Ra Ra 
z _.@ f@ ..Q RR @ Ra 
Pe fs IT 2tel 5 a no. za 2 
(Festlegung des Potentials z.B. mit g(Ra) = 0) 
Q Re 
— — _ In — 1.24 
U = plR) = AR) = 522 (1.29) 


Ein Beispiel für den Verlauf der Funktionen (1.22) und (1.23) sind in den Abb. 1.5 und 1.6 
dargestellt. 
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1. Das Elektrostatische Feld 


Eir) in wm 





—- r inmm 


Abbildung 1.5.: Feldstärke entlang einer radialen Feldlinie eines Koaxialkabels 
Die Feldstärke innerhalb des inneren und ausserhalb der äusseren leiters ver- 


schwindet. Die Fläche unterhalb des Feldstärkeverlaufs (hellgrau) entspricht 
der Spannung U zwischen den Leitern. 


1.5 


0.5 


> dl inV 
OÖ 


-0.5 
-1 
-1.5 4 
-1 0 1 2 3 
- r inmm 


Abbildung 1.6.: Potential entlang einer radialen Feldlinie eines Koaxialkabels 
Das Potential innerhalb des inneren Leiters hat überall den selben Wert. Das 
Referenzpotential wurde beim äusseren Leiter festgelegt: g(Ra) = 0. 
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1. Das Elektrostatische Feld 


Beispiel: Elektrisches Feld einer geladenen Platte 


Die Platte sei homogen mit der Ladungsdichte o geladen. Bei einer bezüglich ihrer Dicke 
ausgedehnten Platte müssen aus Symmetriegründen die E-Feldlinien Geraden sein und senk- 
recht auf der Plattenoberfläche stehen. Der elektrische Fluss durch eine geschlossene Fläche 
lässt sich einfach berechnen, wenn als Volumen eine zylindrische „Dose“ gewählt wird, deren 
Deckelflächen parallel zur Platte sind. 





Abbildung 1.7.: Leitende Platte mit Hüllfläche 
Der Abstand r des „Dosendeckels“ von der Platte sei wesentlich kleiner als 
die Plattenabmessung. Die Platte ist hier nicht in ihrer vollen Ausdehnung 
dargestellt. 


Die Deckelfläche (eine Seite der Dose) betrage A, ihr Abstand von der Platte sei r. Die in 
dieser Dose eingeschlossene Ladung ist demzufolge Q = oA. 








FD Eo-dA = Eotr) db aa=Em2A=° 
A A € 
=. a ner 
Ze; Eo(r) — 2a = 2 
> E(r) = a = 2 (1.25) 


Bemerkungen: 
Die folgenden Bemerkungen sind unter der Annahme gültig, dass die Plattenabmessung 
wesentlich grösser ist der betrachtete Abstand r. 

e Die Feldstärken sind unabhängig vom Abstand! 


e Die Stirnseiten der Dose tragen (fast) nichts zum Fluss bei, da dort die Feldlinien (in 
etwa) parallel zur Fläche verlaufen. 


e Die Flussberechnung reduziert sich auf die Bestimmung der Stirnseiten der Dose, da 
aus Symmetriegründen alle Feldvektoren auf dieser Hüllfläche senkrecht stehen und 
den gleichen Betrag aufweisen. 
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1. Das Elektrostatische Feld 


Beispiel: Feld zwischen parallelen Platten 


Ausgehend von Beispiel der geladenen Platte, kann das resultierende elektrische Feld zwi- 
schen zwei entgegengesetzt geladenen, in einem kleinen Abstand und parallel gelegenen 
Platten bestimmt werden. Das Feld zwischen den Elektroden besteht nach Gleichung (1.25) 
aus der Superposition der Felder der einzelnen Platten: 


E 


E; +E_ 

1 1 - 1 
Be MD. ee, 
©oHEer 2 © 2 E0 Er 





Ausserhalb heben sich die beiden Felder auf, so dass das elektrische Feld nur im Platten- 
zwischenraum besteht. Für die Spannung zwischen den Platten mit Abstand £ und Fläche 


A erhält man: 
o ge l Q 


a <A 





U= | B-ds=Et= (1.26) 
x 


Diese Gleichung gilt aber nur wenn der Plattenabstand wesentlich kleiner ist als die Plat- 
tenabmessungen. 
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2. Veränderliches Elektrisches Feld als 
Stromdichte (Verschiebungsstromdichte) 


J.C. Maxwell! hat 1864 einen Satz von Gleichungen publiziert, welche die gesamte Elektro- 
dynamik beschreiben. Darin enthalten ist das zu der damaligen Zeit sehr gewagte Postulat, 
wonach die zeitliche Änderung der elektrischen Feldstärke mit einer Stromdichte identisch ist. 
Dies soll nun an Hand eines einfachen Beispiels plausibel gemacht werden. 


2.1. Im Vakuum 


Wir betrachten zwei parallele leitende Platten — Plattenkondensator — bei denen der Abstand £ 
wesentlich kleiner als die Plattenabmessungen ist. Unter dieser Annahme, herrschen im Raum 
zwischen den Platten praktisch homogene Verhältnisse.” Im Zwischenraum soll sich zunächst 
kein Dielektrikum befinden (e, = 1). Die Ladung auf der einen Platte g(t) soll sich entsprechend 
der zugeführten Stromstärke i(t) zeitlich verändern.” Der Zusammenhang zwischen der Ladung 


a) || -a@) 


id) it) 


ARRARAREET 


> 
N 


\ 


Abbildung 2.1.: Parallel Platten 
Der Abstand £ der Elektroden sei wesentlich kleiner als die Plattenabmessung. 


q(t) und der homogenen Feldstärke Eo(t) zwischen den Platten kann mit dem Satz von Gauß 
berechnet werden. Mit einer Hüllläche um die positiv geladene Elektrode ergibt sich: 


in Eo(t) - dA = Eu(t) A= at) 
OV 


€ 





! James Clerk Maxwell (1831 - 1879) 

? Die selben Überlegungen könnten auch anders gemacht werden: Dafür muss man ein kleines Raumgebiet 
betrachten, welches durch Äquipotentiallächen und Feldlininen begrenzt ist, wie in Abb. 1.2 dargestellt. 

? Auf der anderen Platte befindet sich die Ladung -q(t). 
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2. Veränderliches Elektrisches Feld als Stromdichte (Verschiebungsstromdichte) 


Daraus erhält man durch Ableiten nach der Zeit: 








SAUO BEER 42 er UBER 
eu a 
vektoriell: ie) = © u 


Die Stromdichte j(t) entspricht exakt dem Leitungstrom i(t) dividiert durch die Querschnitt- 
fläche A des Kondensators. Sie ist aber kein Leitungsstrom (Konvektionsstrom) — d.h. sie kommt 
nicht durch Ladungsträgerverschiebungen zustande — sondern ist die zeitliche Änderung der 
elektrischen Feldstärke im Zwischenraum der beiden Platten, ist nicht auf einen materiellen 
Träger angewiesen und erzeugt ein magnetisches Feld. Sie kann nicht auf Grund ihrer Wirkung 
von einer Leitungsstromdichte unterschieden werden. 





Die zeitliche Änderung eines elektrischen Felds ist eine Stromdichte. 











2.2. In Dielektrika 


Im Raum zwischen den Platten soll sich nun ein Dielektrikum mit der Permittivitätszahl e, > 1 
befinden. Dies bedeutet, dass die Feldstärke Eo(t) ohne Dielektrikum um den Faktor e, ge- 
schwächt wird: E(t) = Eo(t)/er. Dies ist auf die polarisierten Ladungen qp(t) auf der Dielek- 
trikumoberfläche zurück zu führen, welche ein Gegenfeld Ep(t) erzeugen. 


70) —- 4) 
—> 
EÜı) 
— 


id) it) 


EN 


\ 


Abbildung 2.2.: Idealer Plattenkondensator mit Dielektrikum 
Der Abstand ! der Elektroden sei wesentlich kleiner als die Plattenabmessung. 


Für den Zusammenhang zwischen der Ladung g(t) und der elektrischen Feldstärke E(t) ergibt 
sich für eine Hüllfläche um die positiv geladene Elektrode nach dem Satz von Gauß: 


db E(t)-dA = Eit) A= (Eolt) - Ep(t)) A= ae) arlt) _ 1 al) 
OV 


€o Er € 
_ t)/er +arlt) _ al) 
()) A= = = 








+ Eolt)A = (E(t)+Ep 


Daraus erhält man durch Ableiten nach der Zeit: 


„Ro _ > a ze E01 darlı) _ it) 








dt dt dt dt Ad Ar 
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2. Veränderliches Elektrisches Feld als Stromdichte (Verschiebungsstromdichte) 


Die gesamte Stromdichte j(t) zwischen den Elektroden setzt sich zusammen aus zwei Beiträ- 
gen: Die zeitliche Änderungsrate des resultierenden elektrischen Felds und der Stromdichte, 
welche durch die Trennung der materialgebundenen Polarisationsladungen zustande kommt. 
Man könnte dabei auf den Gedanken kommen diese Gleichung vereinfacht mit der elektrischen 
Erregung (Verschiebungsdichte) wie folgt zu schreiben: 


 dD(t) 
dt 





3) 


Letzteres ist bei tieferen Frequenzen sicher nicht falsch, aber verdeckt die Tatsache, dass dabei 
zwei verschiedne Mechanismen für die gesamten Stromdichte verantwortlich sind: einerseits die 
Änderung der elektrischen Feldstärke Eo(t) und andererseits die Polarisation des Materials. Bei 
hohen Frequenzen verhalten sich diese physikalischen Phänomene nicht mehr gleich. 


2.3. Grenzfrequenz 


Bei Halbleitern kann man sich die Frage stellen, welche der beiden Stromarten bei einem Wech- 
selfeld dominiert: die Leitungs- oder die Verschiebungsstromdichte. Erstere hängt von der Leit- 
fähigkeit y des Materials, die andere von der Permittivität e und der Frequenz f, bzw. der 
Kreisfrequenz w=2nf ab. 


Wechselfeld:  E(t) = Esin(wt) 








dt n 

en = wE cos(wt) 
Leitungstromdichte:  jr(t) =yE(t) = Esin(wt) 

ji, =YE 
dE(t) . 

Verschiebungsstromdichte:  jv(t) = er&o a el E cos(wt) 
jv=ewE 
nn 
iv ew 


Unterhalb der Grenzkreisfrequenz wa = Yy/e dominiert die Leitungstromdichte, oberhalb 
die Verschiebungsstromdichte. Bei der Grenzfrequenz sind beide Beiträge gleich gross. Wert- 
beispiele für Halbleiter können aus der Tabelle 1.2 entnommen werden. Bei Metallen liegt die 
Grenzfrequenz so hoch, dass immer nur Leitungsströme eine Rolle spielen. 
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3. Kapazität 


Elektrische Ladung kann auf Elektroden gespeichert werden. Durch Ladungstrennung nimmt 
eine Elektrode positive und eine andere negative Ladung auf. Dabei entsteht eine Spannung 
zwischen diesen Elektroden, welche von der Ladungsmenge abhängt. Die Geometrie der Elek- 
troden (Form, Abstand, Anzahl) ist dabei nicht ausschlaggebend für das prinzipielle Verhalten, 
sondern bestimmt dass Mass des Phänomens. 


3.1. Definition 


Am einfachsten stellt man sich das an Hand von zwei parallel ausgerichteten, voneinander 
isolierten, leitenden Platten, sogenannte Plattenelektroden vor (siehe Abb. 3.1) 


Plattenabstand: / 
Ad 


+0 -0 


Plattenfläche: A 


— 
U 


Abbildung 3.1.: Geladene parallele Plattenelektroden 


In der praktischen Anwendung befindet sich auf jeder Elektrode betragsmässig die selbe 
Ladung aber mit umgekehrten Vorzeichen so, dass die Gesamtladung in der Anordnung Null 
beträgt. Da die Elektroden voneinander isoliert sind, bleiben die positive und die negative La- 
dung auch getrennt. Dabei ist eine elektrische Spannung U zwischen den Elektroden vorhanden. 

Untersucht man den Zusammenhang zwischen der Ladung Q und der Spannung U, so stellt 
man, sofern das Material zwischen den Elektroden lineares Verhalten aufweist, fest, dass Pro- 
portionalität zwischen diesen beiden Grössen herrscht. Dieses Verhältnis wird Kapazität des 
Elektrodenanordnung genannt: 
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3. Kapazität 





Q 
0=7 (aa) 


Die Kapazität (Englisch: capacitance) ist eine Eigenschaft von jeder Elektrodenanordnung 
und des Isolationsmaterials dazwischen. 











Die Kapazität hat folgende Einheit: [C] = AsV"!=F (Farad)! 


3.1.1. Berechnungsbeispiele 


Ein formaler Zusammenhang zwischen Ladung und der dabei vorhandenen Elektrodenspannung 
kann ausgehend vom Satz von Gauß bestimmt werden: aus dem mit der Ladungsverteilung 
gegebenen Feldstärkeverlauf kann die Spannung zwischen den Elektroden für einfache Kon- 
stellationen durch Integration berechnet werden. In der Praxis werden Kapazitäten meistens 
messtechnisch oder numerisch bestimmt. 


Beispiel: Parallele Platten 


Ausgehend von elektrische Feld einer geladenen Platte, kann das resultierende elektrische 
Feld zwischen zwei entgegengesetzt geladenen, in einem kleinen Abstand £ und parallel 
gelegenen Platten der Fläche A bestimmt werden. Entsprechend der Gleichung (1.26) für 
die Spannung erhält man für die Kapazität 
A A 
0=®=405=<3 (3.2) 
Bemerkung: Diese Ergebnis ist nur bei Vernachlässigung der Randeffekte korrekt, d.h. für 
bezüglich der Plattengrösse (sehr) kleine Abstände £. 


Legende: 


A Elektrodenfläche in m? 
{ Elektrodenabstand in m 
eo elektrische Feldkonstante, eo 7 8.854 - 10-1? F/m 
€, (relative) Permeabilitätszahl, einheitslos 
e=e,eo Dielektrizitätszahl 














Beispiel: Konzentrische Zylinder — Koaxialkabel 


Mit der Spannung über den Elektrodenzwishenraum entsprechend der Gleichung (1.24) er- 
gibt sich für die Kapazität ©, bzw. den Kapazitätsbelag C’ = C//l eines Koaxialkabels: 


19 _ De 


! 
er LU u In(Ra/Rı) 





Bemerkung: Diese Ergebnis ist nur bei Vernachlässigung der Randeffekte korrekt, d.h. für 
bezüglich der Radien grosse Zylinderlängen £. 





! nach Michael Faraday (1791-1867) 
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3. Kapazität 














Beispiel: Zweidrahtleitung (ohne Herleitung) 


Zwei parallele Drähte der Länge £ mit Abstand a und Drahtdurchmesser d besitzen für 
! > .a,d folgenden Kapazitätsbelag (Kapazität pro Längeneinheit in F/m): 


C TE 


oz ie (a/a+ (ala? 1) 





(3.3) 


ist zudem d< a, so gilt 
dx TE 


"In (2a/d) 














3.1.2. Teilkapazitäten 


Sind mehr als zwei Elektroden vorhanden, so können Kapazitäten, sogenannte Teilkapazitä- 
ten, zwischen sämtlichen Elektroden definiert werden (siehe Abb. 3.2): 


91 12 
O01=0ı12 + 010 O2 =-012 + O0 
— 
Un 
On I 
co cc 

%0 

Oo =-O10 - O0 


Abbildung 3.2.: Anordung mit drei Elektroden (z. B. Zweidrahtleitung gegenüber Grund) 
Teilkapazitäten werden hier mit Kleinbuchstaben bezeichnet. Für die Ladungen 


gilt hier Qı +Q2 + @0 =. 





ne Qı2 _ _Qı2 
Ua Yı-%2 
ne Qıo _ _Qıo 
Un Yı-% 
.Qo _ Qxo 
co = — = 
Un Y2-%0 


Die Teilkapazitäten (mit Kleinbuchstaben bezeichnet) können nicht direkt gemessen werden. 
Misst man z.B. die (gesamte) Kapazität Ca zwischen den Elektroden (1) und (2), so erhält 
man nicht cı2, sondern die Parallelschaltung von cı2 mit der Serieschaltung von cıo und cao (in 
diesem Fall ist Q@a = —Qı und somit Qxo = -Q10): 
eye Qı 1 c10€20 __ €12C10 + C12 C20 + C10 C20 
1 


—-—- =cn+t =c2 
U12 1/cıo + 1/coo cıo + c20 cı0 + co 
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3. Kapazität 


Es gelten analoge Formeln für die Kapazitäten Co und C’ao. Für die Berechnung von Parallel- 
und Serieschaltung von Kapazitäten siehe 8 ??. 


3.2. Kondensatoren 


Elektrische Bausteine welche eine bestimmte Kapazität aufweisen sollen, bezeichnet man als 
Kondensatoren (Englisch: capacitor). 

Die Kapazität hängt nur von der Geometrie der Elektroden und vom dazwischen liegenden 
Isolationsmaterial — dem sogenannten Dielektrikum — ab. Die Kapazität nimmt typischerwei- 
se mit der Elektrodenfläche zu und mit dem Elektrodenabstand ab. Das Einfügen eines Di- 
elektrikums in den Elektrodenzwischenraum erhöht die Kapazität durch Abschwächung des 
resultierenden Elektrischen Felds wegen der Polarisation. Kondensatoren müssen nicht aus par- 
allelen Plattenelektroden gestaltet und können zum Beispiel auch mit aufgerollten Leiterfolien 
realisiert werden. Die Linearität hängt aber im Wesentlichen vom Dielektrikum ab. 


Übliche Grössenordnungen von Kapazitätswerten: 


Pufferkondensatoren mF bis F (und mehr bei so genannten „Supercaps“) 
Glättungskondensatoren uF (micro = 10°) 
Filterkondensatoren nF (nano = 10°) 


Leitungen, Eingang Messgeräte pF (pico = 10-1?) 


Bemerkung: Bei speziellen Dielektrika bei denen die Dielektrizitätszahl von der angelegten Span- 
nung abhängt, ist auch die Kapazität von der Spannung abhängig.” In diesem Fall ist die 
gespeicherte Ladung nicht mehr proportional zur Spannung. 

Bei zusammengeschalteten Kondensatoren kann ganz analog zu den Widerständen eine Er- 
satzkapazität bestimmt werden. Damit lassen sich einige Probleme vereinfacht angehen. 


3.2.1. Parallelersatzschaltung 


Über parallelgeschaltete Kondensatoren liegt die selbe Spannung U. Die insgesamt gespeicherte 
Ladung ist die Summe der in den einzelnen Kondensatoren gespeicherten Ladungen: 


Q = Qı +Qa 


a 
I 


Abbildung 3.3.: Parallelschaltung zweier Kondensatoren und äquivalente Ersatzkapazität 


S 
N 

[5] 
Il 


mit Qı = Ci U und & = CU 
Q _Qı+Q2 _ (Cı+C)U 


ES nimm 


? unter anderem bei Schichtkondensatoren vom Typ 2-Keramik HDK 
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3. Kapazität 





C=(Cı+Ca (3.4) 


Die Gleichung (3.4) kann auf mehrere parallel geschaltete Kondensatoren erweitert werden. 











3.2.2. Serieersatzschaltung 


Auf in Serie geschalteten Kondensatoren befindet sich die gleiche Ladung @. Die Spannung 
über der ganzen Schaltung ist die Summe der über den einzelnen Kondensatoren liegenden 
Spannungen: 


U=U}+Ua 


Cı Ca ® 
ee. fe 
U 


Abbildung 3.4.: Serieschaltung zweier Kondensatoren und äquivalente Ersatzkapazität 








mit 1-4 und = 
1 _U_ UL +03 _ Q/Cı + Q/Ca 
ce .Q Q Q 
1 1 1 
cas (3.5) 











Die Gleichung (3.5) kann auf mehrere in Serie geschaltete Kondensatoren erweitert werden. 
Beispiel: Kapazitiver Spannungsteiler 


Die Schaltung nach Abb. 3.4 ist ein kapazitiver Spannungsteiler. Um bei gegebenen Ka- 
pazitäten und der Gesamtspannung U z.B. die Spannung U] zu berechnen, kann mit der 
Bestimmung der Ersatzkapazität die Ladung Q einfach bestimmt werden: 

Q CU 1/Cı 0 
(0 Cı 1/C1 + 1/C3 Gt 








U] U 

















3.3. Verhalten bei zeitlich veränderlichen Grössen 


3.3.1. Beliebige Signalverläufe 


Im Idealfall, wo Proportionalität zwischen Elektrischem Feld und Polarisation herrscht, ist nach 
der Definitionsgleichung (3.1) die Kapazität auch zu jedem Zeitpunkt die selbe: 


.q(t) 


u(t) 
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3. Kapazität 


Mit dem Gesetz der Ladungserhaltung — die Ladung auf dem Kondensator muss durch einen 
Strom zugeführt werden - erhält man, sofern eben die Kapazität unabhängig von der Spannung 


ist, folgende grundlegende (differentielle) Beziehung: 
daft) _ dlCult)) _ C du(t) 


= dt dt dt 
du(t) 
Ar (3.6) 











il) =C 











Bemerkungen: 
e Die obige Abbildung zwischen u(t) und i(t) ist linear. Diese Eigenschaft ist unabhängig 


vom herrschenden Wert der Spannung! 








Die Stromstärke ist proportional zur (momentanen) Spannungsänderung. 








e Kausaler Zusammenhang: Damit sich an den Klemmen eines idealen Kondensators die 
Spannung ändert, muss ein Strom fliessen. Ein unstetiger Spannungsverlauf, bzw. ein 
Sprung im zeitlichen Verlauf der Spannung u(t), würde eine unendlich grosse Stromstärke 


voraussetzen, was physikalisch unmöglich ist. 








Die Spannung kann in einem kapazitiven System nicht springen. 








e Hängt die Kapazität von der Spannung ab, so gilt (Kettenregel): 


. dq _ dqdu d(Cu) du  /(dC O6 du 
‚u u de ae 





3.3.2. Verhalten bei harmonischer Anregung 
Bei einer harmonischen Anregung z.B. mit der sinusförmigen Spannung u(t) = Ü sin(wt) fliesst 
gemäss Gleichung (3.6) auch ein sinusförmiger Strom im idealen (linearen) Kondensator:” 
du(t a 2 

id)=C “ = wCU cos(wt) = I cos(wt) 


e Das Verhältnis der Amplitude des Stromstärke zur Amplitude der Spannung ist frequenz- 








abhängig und beträgt 
I 
U 
U 1 
= —— 3.8 
Foc (3.8) 











Das Verhältnis (3.7) wird Admittanz oder Scheinleitwert Y genannt. 
Das reziproke Verhältnis (3.8) wird Impedanz oder Scheinwiderstand Z genannt. 


e Zeitlich eilt der Strom der Spannung um /2 voraus. 
? Bei Schaltungen mit linearen Bauelementen werden bei harmonischer Anregung nach einer transienten Phase 
(Übergangs-, Einschwingphase) alle Spannungs- und Stromstärkeverläufe ebenfalls harmonisch sein. 





33 


3. Kapazität 


3.3.3. Schaltvorgänge 


Das Schalten eines idealen Kondensators kann anhand folgender Schaltung untersucht werden:* 


t=0 Y. R id) 


Ux C u(t) 


Abbildung 3.5.: Prinzipschaltung für das Auf- und Entladen eines Kondensators 
Die konstante Quellenspannung wurde mit Ux bezeichnet, um hervorzuheben, 
dass sich dieser Wert nach „langer“ Zeit am Kondensator einstellen wird. 


Zum Zeitpunkt t = 0 wird der Schalter geschlossen. Unmittelbar vor dem Umschalten soll die 
Spannung über dem Kondensator Up = u(0) betragen (Anfangsbedingung).? Letztere kann 
beliebige Werte annehmen. Da die Spannung über einem Kondensator nicht springen kann, hat 
sie unmittelbar nach dem Umschalten denselben Wert wie davor. 

Für das Entladen des Kondensators wird die Quellenspannung Ux, = 0 V gesetzt. Dabei wird 
vorausgesetzt, dass beim Schliessen des Schalters der Kondensator die Anfangsspannung Ug # 0 
aufweist. 

Nach dem Schliessen des Schalters liefert der Maschensatz für die Schaltung aus Abb. 3.5 
zusammen mit Gleichung (3.6): 





Riflt)+ult) = Ux 
du(t) _ 
RC En +ult) = Us 


Mit der Zeitkonstante 7 = RC kann diese Gleichung in normierter Form wie folgt geschrieben 
werden: 





du(t) 
at 


Damit die Differentialgleichung (3.9) eine eindeutige Lösung hat, muss noch die Anfangsbedin- 
gung berücksichtigt werden.® Dies führt auf die folgende allgemeine und eindeutige Lösung: 


ul) = Un+ (Us - Do) (1- exp(-t/n)) 
Des (1 exp( 1/7) + Un exp(-t/r) für t>0 (3.10) 


+ ul) = Us (3.9) 

















Daraus kann durch Ableitung nach der Zeit der Stromverlauf berechnet werden: 


it)= en = c— Ux + U) exp(-t/r) = = Jo exp(-t/T) (3.11) 








Bemerkungen: 





* Dabei wird ganz allgemein das Ein- und Ausschalten, bzw. Auf- oder Entladen des Kondensators gemeint. 

? Die Anfangsbedingung gibt (indirekt) an, welche Energie ursprünglich im Kondensator enthalten war: 
W(0) = CU3/2. 

6 Die Kombination einer Differentialgleichung mit Anfangsbedingung wird Angfangswertproblem genannt. 
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3. Kapazität 


e Beide Lösungen für u(t) und i(t) nach Gl. (3.10) und (3.11) bestehen aus zwei Teilen: die 
erzwungene und die freie Antwort. Bei linearen Systemen gilt das Superpositions- 
prinzip: das Laden bei anfänglich ungeladenem Kondensator und das Entladen können 
getrennt voneinander betrachtet werden (siehe die beiden nächsten Punkte): 


Für den Sonderfall eines anfänglich ungeladenen Kondensators ergibt sich mit Uo = 0: 


Us (\ _ exp(-t/)) 


= exp(-tfr) 


o 
S 
rn 
DS 
— 
| 


S. 
In 
= 
— 


Für den Sonderfall der Entladung ergibt sich mit Ux = 0 und Ug £0: 
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Ug exp(-t/T) 
0) = 2 exp(-tr) 

R 
Der Anfangswert der Stromstärke nach dem Schliessen des Schalters macht einen Sprung 
nach i(0) = —Un/R. Das negative Vorzeichen bedeutet, dass der Strom entgegen der in 
der Abb. 3.5 eingetragenen Bezugsrichtung fliesst. 


e Die Lade- oder Entladezeit, bzw. die Geschwindigkeit mit welcher die Exponentialfunktion 
asymptotisch zu ihrem Endwert strebt, hängt nur von der Zeitkonstante r= RC ab. 
Zum erreichen des Endzustands wird in der Praxis die Zeit 57 angegeben. Nach dieser 
Zeitspanne ist der Endwert bis zu einem Rest von e”? = 0.007 = 0.7% der Differenz Start- 
zu Endwert erreicht. 


3.4. Energiegehalt 


Die in einer Anordnung von geladenen Elektroden gespeicherten elektrischen Energie kann aus 
dem Energiefluss (Leistung) an den Klemmen (Pole) und dem Ladungserhaltungssatz berechnet 
werden: 


dW = plt) dt = u(t) i(t) dt = u(t)dq 


Die infinitesimale Energiezunahme dW entspricht dem Produkt des momentanen Werts u(t) 
der Spannung mit der infinitesimalen Veränderung dq der Ladung. Diese Beziehung ist allge- 
meingültig und gilt auch bei nicht-proportionalität zwischen den beiden Grössen. 

Die insgesamt bei der Spannung U, bzw. bei der Ladung Q gespeicherten elektrische Energie 
kann aus der Summe (Integral) der einzelnen Beiträge dW bestimmt werden. Dabei muss 
natürlich berücksichtigt werden, dass der Spannungswert u(t) von der Ladung q(t) abhängt. 
Bei Proportionalität ergibt sich: 


Q 1 f® 1Q? 
= —E t ee — seele 
W few \ u(t)dgq ce] adgq 30 


1 1 
W=SQU=-,00 (3.12) 


daraus ergibt sich 














Bemerkungen: 
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3. Kapazität 


e Die gespeicherte elektrische Energie ist proportional zum Quadrat der herrschenden Span- 
nung. Dieses Ergebnis gilt für beliebige spannungsunabhängigen Kapazitäten (lineare 
Bauelemente). 


In Anwesenheit von dielektrischen Materialien mit grossen Permittivitätszahlen ist die 
Kapazität meistens nicht unabhängig von der Spannung. In diesem Fall kann das Integral 
nicht geschlossen gelöst werden und das obige Endergebnis gilt nicht mehr. 


e Das Ergebnis ist unabhängig von der der Art und Weise wie die Ladung — bzw. das 
elektrische Feld — aufgebaut wurde, d.h. unabhängig von ihrer Entstehungsgeschichte. 
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A. Static Discharge Wicks 


Die unten stehenden Erläuterungen sind unter folgender URL zu finden: 
http://www.aerospaceweb.org/question/design/q0234.shtml 

The purpose of static discharge wicks is to dissipate the static electricity that builds up 
on planes in flight. Most of us are familiar with static electricity in our daily lives. Common 
examples include the static cling in fabrics after being removed from a clothes dryer and the 
shock you may feel after rubbing your feet on thick carpeting or after stepping out of a car. 
Perhaps the most powerful example of static electricity is a bolt of lightning. 

Static electricity is created when objects with different electrical properties come into con- 
tact, and negatively charged electrons from one substance are transferred to the other. This 
electron imbalance causes the object losing electrons to become positively charged while the 
other becomes negatively charged. The transfer of electrons is often aided by friction when two 
objects rub together, such as rubbing a balloon against your hair that causes hair to stand up. 
The same effect occurs on an aircraft due to the friction against the plane as it moves through 
the air. This friction strips electrons from the atmosphere and causes them to build up on the 
skin of the aircraft. 

The creation of static charges is largely dependent on the ability of the two substances to 
conduct electricity. Metals are good conductors and allow electrons to flow freely through them. 
Other materials like rubber and air tend to be good insulators since they conduct electricity 
poorly. However, the ability of a substance to conduct electricity can also vary significantly 
with conditions. Air, for example, is typically a much better insulator at higher altitudes where 
aircraft fly because the atmospheric conditions here are much less humid than at low altitudes. 
As a result, a static charge that builds up on an aircraft at high altitude tends to become 
much larger because the air acts as an insulator preventing the excess electrons from returning 
back to the air. This electrical charge can eventually become so great that the excess electrons 
begin to ionize local air particles and create a corona around parts of the plane. This corona 
causes electrons to discharge back into the surrounding air and dissipates the charge on the 
aircraft. Unfortunately, the coronal discharge most often forms on surfaces like communication 
and navigation antennas that transmit and receive radio waves. This ionized corona causes 
interference that reduces the effectiveness of communication gear or blocks reception entirely. 
NASA research has indicated that the interference typically occurs over a range of frequencies 
between 10kHz and 350 MHz where most radios and other communication gear operate. An 
extreme example of ionizing interference occurs during re-entry when a spacecraft’s high speed 
causes such intense frietion against the atmosphere that the surrounding air is turned into 
ionized plasma and communications are lost for several minutes. 
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A. Static Discharge Wicks 





Abbildung A.1.: Static Discharge Wicks of B737 
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B. Linienintegrale 


Der Begriff Linienintegral kann am Beispiel der Bestimmung der geleisteten Arbeit (mechanisch 
umgesetzte Energie) entlang eines bestimmten Wegs in einem Kraftfeld (Vektorfeld der Kräfte) 
illustriert werden: 


e Falls die Kraft F entlang eines geraden Streckenstückes As konstant ist (gleiche Rich- 
tung, gleicher Betrag), lässt sich die dabei umgeladene Energie AW als Skalarprodukt 
berechnen. 


AW=F:-As=FAs cosa 
(a ist dabei der Winkel zwischen den Vektoren F und As) 


e Im Fall eines beliebigen Wegs in einem nicht-homogenen Kraftfeld, kann die gesamte 
geleistete Arbeit nicht mehr so einfach ermittelt werden. Um mindestens einen formalen 
Ausdruck zur Berechnung dieser Arbeit zu erhalten, muss der Weg in Abschnitte Ası, 
aufgeteilt werden, die so klein sind, dass auf jedem von ihnen die entsprechende Kraft 
F,. als konstant betrachtet werden kann. Die gesamte Arbeit W lässt sich dann durch 
Summieren aller Beiträge AW,, = F}. : As, ermitteln: 


W=) AW. =) Fr As, =) Fr As, COS &k (B.1) 
k=1 k=1 k=1 


Bei einer Grenzwertbetrachtung kann die endliche Summe (B.1) durch ein Integral ersetzt 
werden: 





w= [F:ds (B.2) 











Bemerkungen: 


— Das Symbol T unter dem Integralzeichen soll den Pfad (Integrationsweg) bezeichnen, 
über die die Summe gebildet wird (integriert wird). Die Elemente ds des Wegs T 
zeigen alle in die selbe Richtung. Beim Umkehren dieser Richtung ändert sich das 
Vorzeichen des Integrals. 


— Die Berechnung von Wegintegralen ist im Allgemeinen schwierig und das Finden 
einer geschlossenen Lösung nur für wenige ausgeprägte Fälle möglich. Meistens kann 
die Lösung nur durch numerische Berechnung nach Formel (B.1) ermittelt werden. 


Beispiel: Elektrisches Feld und Spannung bei einem Koaxialkabel 


Befindet sich auf der Innenelektrode eines Koaxialkabels der Länge ! die Ladung Q und auf 
dem Aussenmantel die Ladung —Q, so verläuft die elektrische Feldstärke in Funktion des 
Abstands r von der Zylinder Mittelachse nach folgender Formel: 

Q Q 


E u, = fü <r< 
(r) eA(r) 2rerl ür <r<h, 
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B. Linienintegrale 


Die Fläche A(r) = 2rrl entspricht dabei der Mantelfläche eines koaxialen Zylinders der 
Höhe I. Die axiale Symmetrie verlangt, dass die Vektoren der Feldstärke radial von der Zy- 
lindermittenachse weg verlaufen und im selben Abstand r alle den selben Betrag aufweisen 
müssen. Ist Q@ > 0 zeigen die Vektoren nach aussen, umgekehrt nach innen.! 

Mit der Feldstärke kann die Spannung von der Innen- zur Aussenelektrode in Funktion der 


Ladung bestimmt werden: 





Ra Ra Q Ma Q R 

En . u u r z 2 

U= I: dr [eo dr il r Ind In R 
Rı Rı Rı 


Wobei das Berechnen des Integrals in den folgenden Schritten gemacht wurde: 


1. Da der Integrationspfad entlang einer Feldlinie verläuft, kann das Skalarprodukt aufge- 
löst werden, wobei das Vorzeichen von cosa im Vorzeichen der Ladung berücksichtigt 
wird: E(r)dr = .dr. 


2. Herausnehmen der konstanten Grössen aus dem Integral: Dies trifft hier für Q@, e und 
! zu, welche nicht vom Ort auf dem Integrationspfad abhängen. 














Das Linienintegral kann auch entlang eines geschossenen Pfads gebildet werden. Dann wird 
es als Umlaufintegral bezeichnet. Ein geschlossener Pfad kann als Rand einer offenen Fläche 
betrachtet werden. Dabei schreibt man: OA =T' (Rand der Fläche entspricht geschlossenem 
Pfad). Um dies hervorzuheben, wird das Integralzeichen mit einem Kreis ergänzt: 





W=r.ds (B.3) 











Bemerkungen: 


e Im Allgemeinen wird bei einem geschlossenen Pfad die Laufrichtung der ds im mathema- 
tisch positiven Umlaufsinn (Umlaufsinn als Rechtsschraube in Richtung des Flächenori- 
entierungsvektors) gewählt. Diese Konvention soll hier im Folgenden eingehalten werden. 


e Intuitiv wird, dem Maschensatz entsprechend erwartet, dass ein Integral nach Gleichung 
(B.3) Null ergibt, da ja wegen der Energieerhaltung keine Arbeit bei einem geschlossenen 
Pfad geleistet werden kann. Dies ist aber nicht für alle Vektorfelder der Fall. 


Beispiel: Umlaufintegral entlang einer geschlossenen magnetischen Feldlinie 


Die magnetischen Feldlinien eines geraden, stromführenden Leiters (Stromstärke /) bilden 
konzentrische Kreise um die Leiterachse. Die entsprechende Flussdichte B(r) hat in Funk- 
tion des Abstands r den folgenden Betrag: 


_ Mol 
2rr 


B(r) 





! Hier weist der „Betrag“ der Feldstärke das selbe Vorzeichen wie die Ladung Q auf. Ein negatives Vorzeichen 
bedeutet, dass die Richtungen von r und E entgegengesetzt sind. 
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B. Linienintegrale 


Für das entsprechende Umlaufintegral ergibt sich folgendes Ergebnis (wenn die Umlaufrich- 
tung von T mit der gewählten Strombezugsrichtung eine Rechtsschraube bildet): 


I I I 
PB-as- De ds = M% 9Inr = ol 
r r 2rr 2rr Jr 2rr 


Bemerkungen: 


e Offensichtlich ist das Ergebnis unabhängig von r und proportional zur Stromstärke im 
Leiter. 


e Ist 7 <O und das Ergebnis entsprechend negativ, so wurde die Umlaufrichtung entge- 
gen der Richtung der Feldvektoren gewählt. 


e Auch hier wurde durch eine zweckmässige Wahl des Integrationspfads erreicht, dass 
das Integral sich auf die Berechnung der Weglänge beschränkt. 
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C. 


Flussintegrale 


Der Begriff Fluss- oder Oberflächenintegral kann am Beispiel der Bestimmung der Stromstärke 
durch eine gerichtete Bezugsfläche (Kontrollfläche) in einem Stromdichtefeld illustriert werden: 


Für einen Gleichstrom führenden, linearen! Leiter der Querschnittfläche A und einem 
Stromdichtefeld? j ergibt sich für die Stromstärke I entweder j A oder —j A, je nach- 
dem ob die Richtung der Stromdichte mit der gewählten Bezugsrichtung der Stromstärke 
übereinstimmt oder nicht. Eine ebene Fläche kann durch einen Vektor A (Flächennormal- 
vektor) dargestellt werden. Der Betrag A = |A| des Vektors entspricht dem Flächenmass, 
seine Richtung der Bezugsrichtung der Stromstärke durch die Fläche. Für die Stromstär- 
ke kann also mit dem Skalarprodukt für beide möglichen Bezugsrichtungen geschrieben 
werden: 


I=j-A 





Abbildung C©.1.: Stromdichte in linearem Leiter 


Ist die Kontrollläche A’ um den Winkel & gegenüber der Querschnittfläche des Leiters 
geneigt (der Normalvektor der Fläche bildet also den Winkel « zur Leiterachse), so kann 
die Stromstärke ebenfalls mit dem Skalarprodukt bestimmt werden: 


I=j-A’=jA cosa=j-A 


Für beide in den Figuren C.1 und C.2 dargestellten Situationen ergibt sich die gleiche 
Stromstärke. 


Für die Bestimmung der Stromstärke im Fall einer beliebig geformten Kontrollfläche in 
einem nicht-homogenen Stromdichtefeld muss die Fläche in Flächenstücke AA; aufgeteilt 
werden, die so klein sind, dass sie als eben betrachtet werden können und, dass auf jedem 





! Damit ist ein gerader Leiter gemeint, von dem der Querschnitt entlang der Leiterachse unverändert bleibt. 

? Die Stromdichte ist ein Vektorfeld, welches durch die Stromdichtevektoren in jedem Punkt des Leiterinneren 
die „Strömung“ beschreibt. Die Richtung der Stromdichtevektoren entspricht der konventionellen Strom- 
richtung, zeigt also in Richtung der Vektoren der elektrischen Feldstärke. In einem linearen Leiter ist bei 
Gleichstrom dieses Feld homogen: alle Vektoren sing gleich lang und liegen parallel zueinander. 
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C. Flussintegrale 





Abbildung C.2.: Stromdichte in linearem Leiter bei geneigter Kontrollfläche 


von ihnen das entsprechende Stromdichtefeld j; als homogen betrachtet werden kann. Die 
Stromstärke I lässt sich dann durch Summieren aller Beiträge Alk = jk : AA, ermitteln: 














I=Y Al,=) jr AAR =) jr AA, cosay (C.1) 
k=1 k=1 k=1 
Bei einer Grenzwertbetrachtung kann die endliche Summe (C.1) durch ein Integral ersetzt 
werden: 
1= [| aa = || jnaa (C.2) 
A A 
Bemerkungen: 


— Das Symbol A unter dem Integralzeichen soll die Fläche (Integrationsfläche) bezeich- 
nen, über die die Summe gebildet wird (integriert wird). Die Flächenelemente dA 
sind einheitlich nach der einen Seite der Fläche A ausgerichtet. Diese Seite kann 
willkürlich als Bezugsrichtung festgelegt werden. Beim Umkehren dieser Richtung 
ändert sich das Vorzeichen des Integrals. 


— Einige Autoren beschreiben den Vektor des infinitesimalen Flächenelements dA mit 
dem Einheitsflächennormalvektor n dA=ndA. 
Um ausserdem hervorzuheben, dass die Summe über eine Fläche gebildet werden 
muss, benutzen sie ein doppeltes Integralzeichen. 


— Ist das Integrationsgebiet ein ebenes Flächenstück, spricht man von einem Flächen- 
integral, ist es ein beliebiges räumliches Flächenstück, von einem Oberflächenin- 
tegral. 


— Die Berechnung von Oberflächenintegralen ist im Allgemeinen schwierig und das 
Finden einer geschlossenen Lösung nur für wenige ausgeprägte Fälle möglich. Meis- 
tens kann die Lösung nur durch numerische Berechnung nach Formel (C.1) ermittelt 
werden. 


Oberflächenintegrale bei denen die „Strömung“ eines Vektorfelds durch eine Fläche berechnet 
wird, werden Flussintegrale genannt. Die Stromstärke I entspricht dem Fluss des Vektorfelds 
J durch die Fläche. 


Beispiel: Leckstrom durch die Isolation eines Koaxialkabels 
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C. Flussintegrale 


In der Annahme, dass zwischen der Innenelektrode und dem Aussenmantel eines Koaxial- 
kabels eine konstante Spannung U angelegt und dass das Isolationsmaterial homogen ist, 
kann für den Betrag der Stromdichte j(r) in Funktion des Abstands r von der Mittelachse 
des Kabels folgender Zusammenhang geschrieben werden: 


I I 


EURE SEHE A .. RD: 
j(r) ar für RR<r<Ro 


Die Fläche A(r) = 2rrl entspricht dabei der Mantelfläche eines koaxialen Zylinders mit 
der Höhe /, der Länge des Kabels entsprechend. Die axiale Symmetrie verlangt, dass die 
Stromdichtevektoren radial von der Zylinderachse weg zeigen und im selben Abstand r den 
selben Betrag ausweisen müssen. 

Die gesamte Stromstärke lässt sich nun mit der Formel (C.2) überprüfen: 


s j I I I I 
«a - [= N. a Irnri | “- tr a“. = 


Wobei das Berechnen des Integrals in den folgenden Schritten gemacht wurde: 








1. Da der Zylindermantel als Integrationsfläche überall senkrecht zu den Feldvektoren der 
Stromdichte steht — also eine Äquipotentialfläche bildet - und somit die Flächennor- 
nalvektoren alle parallel zu den Stromdichtevektoren stehen, kann das Skalarprodukt 
aufgelöst werden: j- dA = jdA. Wenn die Flächennormalvektoren nach „aussen“, in 
die selbe Richtung wie die Stromdichte zeigen gilt cosa = 1. 


2. Herausnehmen der konstanten Grössen aus dem Integral: Dies trifft hier für /, r und 
! zu, welche nicht vom Ort auf der Fläche abhängen. 


3. Das Integral (Summe) über die Flächenelemente ergibt natürlich die gesamte Mantel- 


fläche: I: dA = A = Pr. 














Der Fluss eines Vektorfelds kann auch über eine geschossene Fläche oder Hülfläche gebil- 
det werden. Mit geschlossener Fläche meint man die Oberfläche oder Rand eines Raumgebietes 
V. Dabei schreibt man: ÖV = A (Rand des Volumens entspricht Hüllfläche). Um dies hervor- 
zuheben, wird das Integralzeichen mit einem Kreis ergänzt: 


4 j-dA (C3) 


e Im Allgemeinen wird bei einer Hüllfläche die Ausrichtung der dA nach „aussen“-zeigend 
gewählt. Diese Konvention soll hier im Folgenden eingehalten werden. 














Bemerkungen: 


e Intuitiv wird, dem Kontensatz entsprechend erwartet, dass ein Integral nach Gleichung 
(C.3) Null ergibt, da ja wegen der Ladungserhaltung keine Ladungen in einem geschlos- 
senen Gebiet erzeugt werden können. Dies ist aber nicht für alle Vektorfelder der Fall. 


Beispiel: Fluss der elektrischen Feldstärke um eine Punktladung 
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C. Flussintegrale 


Die (elektrostatische) Feldstärke E(r) im Abstand r einer Punktladung @ kann durch fol- 
gende Formel (Coulomb’sche Formel) beschrieben werden: 








vektoriell: E(r) = — 5 
1 
betragsmässig: E(r) = — n2 


Für den gesamten Fluss durch eine Kugel mit Radius r ergibt sich (wenn die Flächennor- 
malvektoren dA nach „aussen“ zeigen): 


Q 1 Q 1 n Q 1,_2_0 
db : aAneo 2 Aneg r2 Ja < Aney r? u & 


Bemerkungen: 











e Offensichtlich ist das Ergebnis unabhängig von r und proportional zur Ladungsmenge 
innerhalb der Kugel. 


e Ist Q < 0 und das Ergebnis entsprechend negativ, so zeigen die Feldvektoren in die 
Fläche hinein. 


e Auch hier wurde durch eine zweckmässige Wahl der Hüllfläche, bzw. durch Ausnutzung 
der Symmetrie, erreicht, dass das Flussintegral sich auf die Berechnung der Kugelfläche 
beschränkt. 
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